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Clasa a XII-a 

Barem de corectare și notare 

 

Subiectul I  

Calculați: a) 𝐼 = ∫
1+𝑒𝑥

1+𝑥+𝑒𝑥
𝑑𝑥și 𝐽 = ∫

𝑥

1+𝑥+𝑒𝑥 𝑑𝑥, (0, )x  ; 

 b) 𝐾 = ∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥4+𝑥2 𝑑𝑥, 𝑥 ∈ (0, ∞). 

REZOLVARE 

a) 𝐼 = ∫
(1+𝑥+𝑒𝑥)

′

1+𝑥+𝑒𝑥 𝑑𝑥 ……………...………………………………………………………………….…1p 

𝐼 = ln|1 + 𝑥 + 𝑒𝑥| + 𝐶………………………………………………………………………….……..1p 

𝑥 ∈ (0, ∞)deci 1 + 𝑥 + 𝑒𝑥 ≻ 0………………………………………………………………………..1p 

|1 + 𝑥 + 𝑒𝑥| = 1 + 𝑥 + 𝑒𝑥……………………………………...……………………………………..1p 

𝐼 = ln(1 + 𝑥 + 𝑒𝑥) + 𝐶…..……………………………………………...…………………………….1p 

𝐼 + 𝐽 = ∫
1+𝑥+𝑒𝑥

1+𝑥+𝑒𝑥 𝑑𝑥.…………………………………………………..……………………………….1p 

𝐼 + 𝐽 = ∫ 1𝑑𝑥……….…………………………………………………………………….………..…..1p 

𝐼 + 𝐽 = 𝑥 + 𝐶……………...……………………………...……………………………………………1p 

𝐽 = 𝑥 − 𝐼………………………………………………...……………………………………………..1p 

𝐽 = 𝑥 − ln(1 + 𝑥 + 𝑒𝑥) + 𝐶……………….........……………………….………………………….…1p 

b) 𝐾 = ∫
1

𝑥2(𝑥2+1)
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = ∫ (

1

𝑥2 −
1

𝑥2+1
)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 − ∫
1

𝑥2+1
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥……2p 

∫
1

𝑥2+1
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = ∫ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)′𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 =

1

2
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2 + 𝐶………………………………..……2p 

∫
1

𝑥2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = ∫ (
−1

𝑥
)

′
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 =

−1

𝑥
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + ∫

1

𝑥
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)′𝑑𝑥 =

−1

𝑥
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + ∫

1

𝑥(𝑥2+1)
𝑑𝑥……….3p 

∫
1

𝑥(𝑥2+1)
𝑑𝑥 = ∫

(1+𝑥2)−𝑥2

𝑥(𝑥2+1)
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 − ∫

𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥 = ln|𝑥| −

1

2
ln|𝑥2 + 1| + 𝐶 = ln

𝑥

√𝑥2+1
+ 𝐶…3p 

𝐾 = −
1

𝑥
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + ln

𝑥

√𝑥2+1
−

1

2
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2 + 𝐶. . . . ..…………………………………………….……1p 

 

Subiectul II  

Fie (𝐺,⋅) un grup și e  elementul său neutru.  

a) Dacă elementele 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 verifică relațiile 𝑎4𝑏 = 𝑏𝑎 și 𝑎6 = 𝑒, arătați că 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. 

b) Dacă 𝑥3 = 𝑒 și 𝑥2𝑦2 = 𝑦2𝑥2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 arătați că G  este comutativ. 

REZOLVARE 

a) 𝑎4𝑏 = 𝑏𝑎 ⇒ 𝑎4𝑏𝑏−1 = 𝑏𝑎𝑏−1 ⇒ 𝑎4 = 𝑏𝑎𝑏−1………………...…………………………………..2p 

𝑎4 = 𝑏𝑎𝑏−1 ⇒ (𝑎4)3 = (𝑏𝑎𝑏−1)3 ⇒ 𝑎12 = 𝑏𝑎𝑏−1𝑏𝑎𝑏−1𝑏𝑎𝑏−1 ⇒ 𝑎12 = 𝑏𝑎3𝑏−1..………….…….4p 

𝑎12 = (𝑎6)2 = 𝑒2 = 𝑒. ..……………………………………………………………………………….1p 

𝑏𝑎3𝑏−1 = 𝑒 ⇒ 𝑏𝑎3𝑏−1𝑏 = 𝑒𝑏 ⇒ 𝑏𝑎3 = 𝑏 ⇒ 𝑏−1𝑏𝑎3 = 𝑏−1𝑏 ⇒ 𝑎3 = 𝑒…………………….…….2p 

𝑎4𝑏 = 𝑎3𝑎𝑏 = 𝑒𝑎𝑏 = 𝑎𝑏……………………………………………………………………………...2p 
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Deci 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎…………………………………………………………….…………………………….1p 

b) 𝑥2𝑦2 = 𝑦2𝑥2 ⇒ 𝑥3𝑦2 = 𝑥𝑦2𝑥2 ⇒ 𝑒𝑦2 = 𝑥𝑦2𝑥2 ⇒ 𝑦2 = 𝑥𝑦2𝑥2……………………………...…2p 

𝑦2 = 𝑥𝑦2𝑥2 ⇒ 𝑦2𝑥 = 𝑥𝑦2𝑥3 ⇒ 𝑦2𝑥 = 𝑥𝑦2𝑒 ⇒ 𝑦2𝑥 = 𝑥𝑦2………………………….……………..2p 

𝑦2𝑥 = 𝑥𝑦2 ⇒ 𝑦3𝑥 = 𝑦𝑥𝑦2 ⇒ 𝑒𝑥 = 𝑦𝑥𝑦2 ⇒ 𝑥 = 𝑦𝑥𝑦2………………………….…………………..2p 

𝑥 = 𝑦𝑥𝑦2 ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥𝑦3 ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥𝑒 ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺……………………………………......2p 

Deci G este comutativ………...………………………………………………………………………..1p 

 

Subiectul III  

Determinați funcțiile 𝑓: (0, ∞) → (0, ∞) care admit o primitivă F  cu proprietatea că 2𝑥𝐹(𝑥) =
𝑓(𝑥), pentru orice 𝑥 ∈ (0, ∞). 

REZOLVARE 

F derivabilă pe (0, ∞)și 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ (0, ∞)……..…………………………………………...1p 

2𝑥𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒ 2𝑥 =
𝑓(𝑥)

𝐹(𝑥)
=

𝐹′(𝑥)

𝐹(𝑥)
, ∀𝑥 ∈ (0, ∞)………………….………………………………..3p 

⇒ ∫ 2𝑥𝑑𝑥 = ∫
𝐹′(𝑥)

𝐹(𝑥)
𝑑𝑥 ⇒ 𝑥2 + 𝐶 = ln|𝐹(𝑥)| + 𝐶 ⇒ ln|𝐹(𝑥)| = 𝑥2 + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ…………….…..…6p 

Din enunț 𝐹(𝑥) =
𝑓(𝑥)

2𝑥
> 0, ∀𝑥 ∈ (0, ∞) ⇒ |𝐹(𝑥)| = 𝐹(𝑥)…………..……………………………...3p 

⇒ ln𝐹(𝑥) = 𝑥2 + 𝑐 ⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑒𝑥2+𝑐 = 𝑒𝑥2
⋅ 𝑒𝑐……………………….…………………………….2p 

⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑘𝑒𝑥2
, 𝑘 > 0, ∀𝑥 ∈ (0, ∞)..…………………………………………………………………2p 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) = 2𝑘𝑥𝑒𝑥2
, 𝑥 ∈ (0, ∞)……………………………………………………………….2p 

𝑓 astfel obținută verifică condițiile din enunț ….………………………………………………….…..2p 

 

Subiectul IV 

Fie (𝐺,⋅) un grup finit și 𝐻1, 𝐻2subgrupuri ale lui G . Fie 𝐻1𝐻2 = {𝑥𝑦/𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑦 ∈ 𝐻2}. Dacă 

max{𝑜𝑟𝑑(𝐻1), 𝑜𝑟𝑑(𝐻2)} >
1

2
𝑜𝑟𝑑(𝐺)demonstrați că 𝐻1𝐻2 = 𝐺. 

REZOLVARE 

Presupunem că 𝑜𝑟𝑑(𝐻1) ≥ 𝑜𝑟𝑑(𝐻2)deci 𝑜𝑟𝑑(𝐻1) >
𝑜𝑟𝑑(𝐺)

2
..................................................................2p 

Din Teorema lui Lagrange avem 𝑜𝑟𝑑(𝐻1)/𝑜𝑟𝑑(𝐺)...............................................................................3p 

Prin urmare 𝑜𝑟𝑑(𝐻1) = 𝑜𝑟𝑑(𝐺).............................................................................................................4p 

𝑜𝑟𝑑(𝐻1) = 𝑜𝑟𝑑(𝐺), 𝐻1 ⊂ 𝐺 ⇒ 𝐻1 = 𝐺.................................................................................................3p 

𝐻1𝐻2 = 𝐺𝐻2 = {𝑥𝑦/𝑥 ∈ 𝐺, 𝑦 ∈ 𝐻2}......................................................................................................2p 

Fie e  elementul neutru al lui G . Atunci 𝑒 ∈ 𝐻2....................................................................................2p 

∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑒 ∈ 𝐺𝐻2 ⇒ 𝐺 ⊂ 𝐺𝐻2....................................................................................................3p 

Deoarece 𝐺𝐻2 ⊂ 𝐺și 𝐺 ⊂ 𝐺𝐻2atunci 𝐺 = 𝐺𝐻2 = 𝐻1𝐻2.......................................................................2p 

 

Orice rezolvare corectă a oricărei probleme, dar diferită de cea din barem se notează cu punctaj 

echivalent. 

Din oficiu se acordă 16 puncte. 


