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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, BOTOSANI, 07.02.2026
Clasa a XlI-a
Barem de corectare si notare

Subiectul 1 (25 puncte)
Fie matricea AeM,(C) si 4,4, solutiile ecuatiei 4> —tr(A)A+det(A)=0, unde tr(A) este

urma matricei A, iar det(A) este determinantul matricei A.

a) Aratati ¢ A"=q,-A—det(A)-«,,-1,, YneN', unde an=/11 _jz , daca A, =4, si

)

a,=n-A"", daci A, =4,.

: . l1-a+a’® 1l-a
b) Calculati A",neN", unde A:[ - j,ae(C.
a—a a

a) Demonstratie prin inductie MateMAatiCa ..........c..ccveeveerierreeierieeieeeeee e eeee e 12p
b) tr(A)=1+a’, det(A)=a’, deci 4 =1 4, =@" ..o 3p
Daca ae{-11},atunci 4, =4, =1 si A"=nA—(N=1) 1, .o 3p
) _ a2n ) 1— a_2n—2 .
Daca ae C\{-11}, atunci A" = ~A-a —1,NeN e, 3p
—-a —-a
OFICIU ettt ettt bbb e bbbttt b 4p

Subiectul 11 (25 puncte)
Fie matricele A,BeM, (C) astfel incdt 6AB=2A+3B. Aratati ca AB=BA.

Din 6AB =2A+3B, obtinem 6AB—2A—3B+ 1, =1 ooccovrroerrrieneoeeeeceeeeeeeeeesesen s 3p
de unde 2A(3B—1,)—1,(3B—1,)=1, 51 (2A—1)(BB—1,)=1, cceoveirrirrcrrirrrriicinrinens 6p
adica matricele 2A—1, si 3B— 1, suntuna inversa celeilalte .............cccooviviiinciiiiens 3p
Atunci are loc si (3B—1)(2A—1,)=1_, de unde 6BA=2A+3B .....cccceeovvrrrurrs errrrrrrrinne. 6p
Atunci 6AB=6BA, de unde AB =BA ... 3p
(@1 o] 1 TSSOSO 4p

Subiectul 111 (25 puncte)

1P +2° +...+n°

a) Calculati lim ,unde peN este fixat.

nN—o0 n p+l

n p
b) Calculati IimZ(1 /1+% —1] ,unde peN este fixat.
N—o0 k=1 n
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a) Folosind teorema Stolz-Cesaro pentru sirurile a, =1° +2° +...+n" si b, =nP*" care este

strict crescator si nemarginit, cu B # 0, VN €N ..o 3p
. - . n+1)°
gasim lim 22~ % _ jim ( M) - L e s 3p
n—»o bn+1_bn n—>oo(n +1) _nP+1 p+1
p p p
de unde lim ™ 2 +;"+n M s 3p
n—ow nP* n—o bn p+1
. - . . kP 1 kP
b) Prin amplificare cu conjugatul x, ="} 1+ —=-1|=—=>" —— 3p
- n nP e
k=1 k=1 \/1+ k 41
nP*
. e 1 kP n® 1 «
Avem inegalitatile ,[1+— +1< 1+ — +1< I+ —+1= [1+—+1VneN ... 3p
| nP* nP* ne* n
p p p p p p
Atunci y, <x,<z,,VneN', unde y, = %ﬂ-l Y2 e dn siz,= 1+1-1 t2 bt 3p
n 1 ne 1
\/1++1 \/1++1
n® n
Deoarece limy, =limz, =————, din criteriul clestelui limx_ e 3p
n—oo n—w 2( p +1) n—oo 2( p +1)
(@ ) o] 1 PSR PRSP PR 4p
Subiectul 1V (25 puncte)
S L 4x +1 .
Se considera sirul (x,) _, definitprin x ,, = ,VneN si x,=a,a>0.
nelt 2%, +3

a) Aratati ca sirul este convergent, Va=>0.
b) Calculati limx, .

N
(S:L25.411 — GM 12/2025 —enunt modificat)
Q) X, 20, VN EN Lo 1p
Se demonstreaza prin inductie ca:
Dacd a=1 atunci x, =1 vneN, deci limx, =1, deci (X, ), este convergent..................... 2p
Dacd a€[0,1) atunci X, <L VNEN ..o 2p
Dacd ae (L) atunci X, >LVNE N . 2p
Xy — X, :(1_)(2”)zfi);‘+l),VneN ......................................................................................... 2p
Daca ae[O,l) atunci (Xn)neN este strict crescator si cum este si marginit superior de 1 este
(010 01V LT (0[] o PPN 3p
Dacd ae(10) atunci (x,) . este strict descrescator si cum este si mérginit inferior de 1 este
(000 01V LT (1] o ST PP TPPROP 3p
b) Sirul fiind convergent, existd lIMX. =1 €R ..o, 1p

N—o0



INSPECTORATUL
SCOLAR

‘é‘/’/ﬁ‘:" JUDETEAN

BOTOSANI

MINISTERUL EDUCATIEI S1 CERCETARII

S.S.M.R.- ﬁii;l;Botosani

Educdam pentru viitor!

Trecem la limita in relatia de recurenti si obtinem 21> —1-1=0, cu solutiile I, =11, = =5 e 3p

Cum x,>0,Vne N, rezultd | >0, deci lImXx, =L Va20 ..o 2p
nN—oo

OFICIU ettt e bbb b h bttt R bbb R R Rt bttt b bbb nne e 4p

Orice rezolvare corectd a oricdarei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj
echivalent.

Din oficiu se acordd 16 puncte.



