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ClasaaX-a

Subiectul I (25 puncte)
Fie functia f : R — R astfel incat (f o f)(x) =—x, (V)x € R. Sa se arate ca:

a) f este bijectiva, b) f nu este monotona, c) f (0) =0.
|23 10} 0] 10 PSR PRRR (4p)
a) Folosim faptul ca daca u ov este bijectiva, atunci u este surjectiva si v injectiva (sau
varianta mai ENETAIA) .......cccviiiiiiiiiiie ettt e et e e et e e st e e s te e e s sre e e sbeeeaaaeenaeeennaeens (2p)
g R— R, g(X)=—X St DHECHIVA ..ouverrerririirceieeieiiciiceieeiesie oo (2p)
= [0 f DIECIVA => £ DIJECHVA...cviieuieeieeiiiiieiceieieteteet ettt es e ene s (3p)
b) Presupunand prin absurd ca f* este monotond = f o f Crescatoare............cecueevvveeeveennnenn. (3p)
g(x) = —x strict descrescatoare (CONrAdiCtie) ...........oewururururuereeeierierireeeeieeeseeeeceeseees (2p)
=> DU CSTE MONOTONE. .....eueeuieieieeieetieteetiertetete e steetesseeseesaesaesessessesseesesseeseessensensensensessensenns (Ip)
e A VA () B e W () ) () ——— (2p)
Pentru x—>f(x):>f(f(f(x))>:—f(x) ............................................................................. (2p)
e 0 (0 ) ) (S (2p)
)

Deci £(0)=—f(0)= £ (0)= 0ottt (2p

Subiectul II (25 puncte)
a) Consideram z,,z, € C". Sa se demonstreze ca |21 + zz| < |zl| + |zz

, cu egalitate

daca s1 numai dacd existd A > 0 astfel incat z, = \z,.

b) Fie ne N". Sa se arate ca ecuatia

. 2 .3 on—1I -n n+1
n l n—1I l n—2 1 n—3 l l 2 - ]
Z 4=z +Zz 5z Atz =
2 2 2 2n 2n 2n

are o solutie de modul / daca si numai daca » este multiplu de 4.
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a) Demonstrarea inegalitatii si a cazului de egalitate ..........ccoocevieiirienienceeeeeeeeee, (4p)

b) Presupunem ca z este solutia cu |z| = [. Prin Inmultire cu 2" se obtine:

(*)  (22)" +i(22)" 47 (22)" 7 4ot (22) 4" =2~ IS e (Ip)

27 1= |(22) wi(22) 47 (22)7 ki (22) | <22 |22 |22+ 1 =

=2"4+2"" 4+ +2+1=2""—1= inegalititile se transforma in egalitate.............................. (4p)

Deci exista numerele reale pozitive ¢, «,, ..., , astfel incat

(22) =a,i(22) " =, 7 (22) 7 ==y T (22) 2y A e (2p)

trecind lamodule = 2" =@, 2" ' =a, 2" =..=@, ;2= 0, = Z =1 cereerereeeeereeeeees (2p)

revenind in (*) = (2i)’ +i(2i)"_1 +i’ (21‘)"_2 ot " (20) 41" = 2" =] = e, (2p)

=i"(2" 42" 427 4 4 2+1)=2""—1=i" =1 deci n este multiplu de 4..................... (2p)

Reciproc, daca n este multiplu de 4 se verificd imediat cd z =i este solutie ............cceeeuvennnen. (4p)

Subiectul III (25 puncte)
Determinati z,,z, € {Z =x+iy/x,y> 0} cu z,z,=2i §i |ZI —|—Z2| =2.

(Supliment - Gazeta Matematica)

DN OFICTU .ttt ettt bbbt et be et ae e (4p)
|zl| =7, 22| =rn,argz,=a,, argz,=a,

zZ, =1, (cosa1 +isin 0(1) sl z,=r, (cosoz2 +isin 0‘2) ............................................................... (Ip)
rr,=2si a1+az=% ............................................................................................................ (3p)
|ZI +ZZ|2 = ‘(rlcosal +r2c0sa2)+i(r1 sina, +r,sina, )‘2 e (Ip)
=ricos’a, +rjcos’a, + 21y, cosa, cos a, +1; sin’ a, +r; sin’ a, + 21y, sina, sina, = ...... (2p)
=] HT; 2105 COS (@) = 0y ) oo (2p)
Cum «a,,a, € [0%} =S>a,-a,c [—%%} = €0S(0 =0, 20 e, (3p)
cu egalitate < «, :gﬂz =) SAU MNVETS.....vvveieieceereeiesaeseesesae s sesse s (2p)

Asadar |z ,+ zz|2 >} +1; > 21,7, ultima inegalitate devine egalitate pentru 7, =7, ............... (3p)
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|z, + 2, 2 4=z, +2,| 22, egalitate pentru r, =1, =2 si @, =%,a2 =0 sau invers........ (2p)

(2,2,) € {(NZ,V2) :(NZAN2) oo (2p)

Subiectul IV (25 puncte)
Rezolvati in R ecuatia 2 g log,(x—2)=4"+32".

(Gazeta Matematica)

DHN OFICIUL 1. s et s s e et eneseen e sneeseneeen (4p)
Conditie de EXISEENEA: X > 2 ...ovveiveriecreieceeieieeeeseeese e ae st (2p)
2% 147 dog, (x—2)=4"+32" & 27 4log, (x = 2) = 142" oo, (3p)
f:(20)> R, f(x)=2""+log,(x—2)—1-2"

F(5)=0=3 St SOIULC. ..o (3p)
x€(2,5)= 2" < 2% si log,(x—2)<1= f(x)<0 deci x nu € SOMLE wrrroerrrrvvrrrrrree (6p)
X>5= 277> 2" 5i log,(x—2)> 1= f(x)>0 deci x U € SOILE ..oovvvvrvvvrrrrrrrrrrnnneen (6p)

X =5 SOIULE UNICA.......cvoveierieceesceeeeecee ettt ettt s e, (Ip)



