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1. Determinati functiile f:R — R care sunt continue in punctul O si care verificd relatia
f (x)- f(3x)- f (9x)=3", pentru orice xeR.

Gazeta Matematica, nr. 212025
Solutie:

Facand x=0 in relatia din enunt, obtinem ( f (0))3 =1, de unde rezulta f (O) =1.

Tnlocuind x cu 3x, relatia din enunt devine f (3x)-f (9x)- f (27x)=3%", pentru orice xeR.

f (27x) 3

Tinand cont ca f (x) # 0 pentru orice xe R, prin impartire deducem ca ; ( ) =&
X

, adica

Din (1) obtinem succesiv f(27°x) =38 f (27x)=8"7.3* . f (x) =3"¥1%". f (x).

(1+27+272+... +27"’1)<26x (27”—1))(

Inductiv, gasim f (27"x)=3 f(x).,adica f(27"x)=3 f(x), vxeR.

2 . . A . X . . - . . . *
In ultima relatie inlocuim X cu o7 si obtinem ca, pentru orice X€ R si orice ne N, are loc

f (x)zs(lzi”}x- f (2);} (2).

............................................................................................................................................ 2 puncte

X . o : X .
Deoarece lim——=0 si f este continua in 0, avem lim f( 7”)2 (0)=1. Trecand la

n—o0 n—o0

limita pentru N — oo in relatia (2) , deducem ca f (X) =3", pentru orice XxeR.



2. Fie keN si f:(Lo)>R, f(x)= ! I Daci g:R — R este o functie polinomiald cu

9(x)

(|<—2026 , pentru orice x e (1,00), calculati valoarea g(1).
x' -1

proprietatea ca f (2029) (X)=
Pentru meN si x>1, f (m) (X) reprezinta derivata de ordinul m a functiei f n punctul x.

Putnam, 2002
Solutie:
Vom demonstra prin inductie cd, oricare ar fi neN', existi o functie polinomiald

P,:R —R, astfel incat " (x)= RO pentru orice x e (1,).

(Xk _1)n+1 !
.............................................................................................................................................. 1 punct
k-1
Avem f'(x)= (—kkx )2 , pentru orice x € (1,0), deci putem lua F_;(x):—k.x“.
xt -1
.............................................................................................................................................. 1 punct
; . (m) R (%) : -
Presupunem ca, pentru me N~ avem '™ (x)= W pentru orice X €(1,c0). Atunci
xt -1

’ m+1
RO () (me ) )
(X _1) 2m+2
Pm'(x)-(xk —1)—(m +1)-kx"“*- P, (X)
()(k _1)m+2
Deoarece multimea functiilor polinomiale este inchisd la adunare, inmultire si derivare, putem
considera functia polinomiald P, :R > R, Pm+1( ) P/ (X)~(Xk —1)—(m +l)- kx“'. P (X) , (*)
Pm+1 (X)

(Xk _1)m+2

............................................................................................................................................ 2 puncte

( Pozs ())2(0)26 , pentru orice X e (1,oo) , lar din ipoteza
X

deducem ci g (X)= Py, (X), pentru orice x € (1,0), adica functiile polinomiale g si Py, coincid

Simplificand  prin

(xk—l)m, obtinem f (™ (x)= , pentru orice xe(1,).

siavem f (™ (X) = , pentru orice x € (1,), ceea ce incheie demonstratia prin inductie.

Pentru n=2025 obtinem f (2029) ( )—

pe intreg intervalul (1,00). Rezultd ca g(X)= Py, (X), pentru orice xe R, deci g(1)= Py, (1).

Facand x=1 in ( ) obtinem P

m+1

(1)=-k(m+1)P, (1), pentru orice m e N". Tinand cont
k

ca P,(1)=—k, se obtine imediat prin inductie ca P, (1)=(—k)"-m!, pentru orice me N si atunci

............................................................................................................................................ 2 puncte



3.FieneN, n>2. Se considera A, BeM, (R) si o €R astfel incat A>’—B* =a(AB—-BA).
a) Daca o =0 si n este impar, demonstrati ca det(AB—BA)=0.
b) Dacd « #0, demonstrati ca (AB—BA)" =0

n-:

Mihai Opincariu
Solutie:
Consideram matricea C = AB —BA. Relatia din ipoteza conduce imediat la egalitatile:

(A-B)(A+B)=(a+1)C i (A+B)(A-B)=(a-1)C. (1)
............................................................................................................................................ 2 puncte

a) Dacd a =0, din (1) obtinem detC =det(—C)=det(A+B)-det(A—B). Cum n impar,

avem det(—C)= (—1)n det(C)=—det(C) , deci detC =—det(C). Rezulta detC =0.
............................................................................................................................................ 2 puncte

b) Daca & =1 atunci, folosind (1), obtinem (A—B)(A+B)=2C si (A+B)(A-B)=0,,
de unde 4C2 =[(A-B)(A+B)| =(A-B)-[(A+B)(A-B)]-(A+B)=0,,deci C*=0,.

Analog, pentru «=-1 avem (A-B)(A+B)=0, si (A+B)(A-B)=-2C, de unde
4c?=[(A+B)(A-B)] =(A+B)-[(A-B)(A+B)]-(A~B)=0,, prin urmare C>=0, .

Asadar, pentru o =+1 avem C*>=0,, de unde C" =0, .

Tn continuare presupunem ca o # +1.

Cum det((A-B)(A+B)—xI )=det((A+B)(A-B)-xI,), pentru orice X & C, obtinem

cd det((a+1)C—xlI,)=det((a-1)C—xl,), pentru orice xeC. Alegand x=(a+1)y , va

rezulta ca det(C—yl, )= (a_—lj det(C _atl ylnj, pentru orice yeC, (2).
a+1 a-1
Fie 4 o valoare proprie a lui C. Conform relatiei (2) si a+i-/1 este valoare proprie
a f—

k

- _1 - - - *

pentru C . Inductiv, deducem ca (a—lj - A este valoare proprie a lui C, pentru orice ke N .
o+

. N A +1 . P . ..

Daca prin absurd A #0, ntrucat a—liil, obtinem ca C are o infinitate de valori proprii,
a j—

contradictie. Asadar matricea C are toate valorile proprii nule, iar din teorema Cayley-Hamilton

obtinem C" =0

n-

............................................................................................................................................ 2 puncte



Problema suplimentara.

Ana si Bogdan au adaptat jocul ,,X si 0” la un context matematic. Pe o tabla 3x3, Ana
incepe scriind numarul 1 Tntr-un patratel, apoi Bogdan scrie 0 intr-unul din patratelele vacante
ramase; urmeaza din nou Ana cu un 1, apoi iar Bogdan cu un 0 ... si jocul continuad pana cand se
completeaza intreaga tabla. La final se obtine o matrice 3x3 care are cinci elemente egale cu 1 si
patru elemente egale cu 0. Daca aceasta matrice este inversabild in M, (R) castigd Ana, altfel
castigd Bogdan. Presupunand ca ambii jucatori urmaresc o strategie optima, cine va castiga jocul?
Explicati strategia castigatoare.

Putnam, 2002
Solutie:

Jucatorul care are strategie castigatoare este Bogdan. Pentru a dovedi aceasta, vom arata ca

Ana nu 11 poate impiedica pe Bogdan sa genereze in matricea finalda A macar una dintre

0
o

Dacd A contine o linie (sau o coloand) cu toate elementele 0, atunci avem det(A) =0.

urmatoarele trei situatii:
0 0
i)olinie (0 0 0); if) o coloana | 0 |; i) un minor 2x2 de forma
0

Daca A are un minor de ordin 2 cu cele patru elemente 0, atunci celelalte cinci elemente ramase

n afara acelui minor sunt egale cu 1. Deducem ca A contine doua linii (si doua coloane) identice,
prin urmare det(A) =0. Tn fiecare dintre cele trei situatii castiga Bogdan.
Fie A=(a)

. Deoarece permutarea a doud linii (coloane) ale lui A genereaza o
<i, j<

matrice A’ cu det(A")=—det(A), fara a restringe generalitatea putem presupune ca Ana plaseaza
1 * =%
primul 1 n stanga sus, adica a,, =1. Acum Bogdan joacad a,, =0 si obtinem matricea | * 0 * |.

* ok %k

Dupa a doua mutare a Anei, fie linia 2, fie coloana 2 va avea ambele pozitii rimase vacante.

Fara a pierde generalitatea, presupunem ca linia 2 este (* 0 *) Acum Bogdan joacd a, =0,

1 % =
obligand-o pe Ana sa joace a,, =1.Rezultd |1 0 O |, unadintre cele cinci ,,*” fiind deja 1.
% * *
1 = = 1 0 =

De exemplu, in situatia |1 0 O |, Bogdan joacd a, =0 si obtine |1 0 O]. Dupd a
* % 1 * % 1
patra mutare a Anei, una dintre pozitiile a,; sau a,, va fi neocupata, iar Bogdan va juca ultimul

sau 0 acolo, obtinand fie situatia ii), fie situatia iii). Ultima mutare a Anei nu mai conteaza.
Similar se trateaza si celelalte situatii.



