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9 - 11 mai 2025 /(/ZD

EDITIA a XXIII - a

BAREM - Clasa a X-a

Problema 1. Fie n > 2 si functia f : [1,00) — N definita prin

n

f(z) = Z[logl€ x], pentru orice x > 1.
k=2

a) Demonstrati ca f(z) = f([z]), pentru orice z > 1.
b) Determinati numerele n > 2 pentru care f este surjectiva.

Solutie. a) Avem [log, #] = p daca si numai daca kP < x < kPFL....... ... 1p
Cum kP este numir natural, acest lucru este echivalent cu kP < [z] < kPT1) adica
[logi[z]] = p. Suménd pentru k = 2,3,...,n, obtinem concluzia .................... 1p
b) Functia f este crescatoare, intrucét si log si [] sunt crescatoare (1) ........ 1p
Daca n > 4, pentru orice z € (3,4) avem f(x) = f([z]) = f(3) = 2, iar f(4) =
2+1+1=4. Din (1) rezulta ca 3 ¢Im(f), deci f nu este surjectiva ................ 1p
Daca n = 2, atunci f(2") = n, pentru orice n € N, deci Im(f) =N ........... 1p

Daca n = 3, presupunand ca exista ¢t € N\Imf, conform (1), existd s € N* pentru
care f(s+ 1) — f(s) > 2, adica [logy(s + 1)] — [logy s] + [logz(s +1)] — [logzs] > 2 ..1p
Dar [logy(s+1)] — [logy s] < 1 si [logg(s+1)] — [logs s] < 1, cu egalitate cand s+ 1

este o putere a lui 2, respectiv o putere a lui 3, imposibil. Agadar, n € {2,3} ....... 1p
Problema 2. Fien > 25si 21, 22,. .., 2, € C pentru care |z;, + 2, + ... + 2;,| < 1,
pentru orice submultime nevida {iy, iz, ..., } a multimii {1,2,...,n}.
a) Aratati ca |a1z1 + agza + ... + anzy| < 1, pentru orice ay, ag, ..., a, € [0,1].
b) Cand avem egalitate la a), pentru ay,...,a, € (0, 1] distincte doua céte doua ?
Solutie. a) Consideram ay,as,...,a, € [0,1]. Conform ipotezei, putem presupune
fara a restrange generalitatea ca a1 < ... < a,, (sau alt argument de aranjare) ...... 1p

Atunci ayz1+...+apz, = a1(z1+22+...+2n)+(ae—a1)(za+23+.. .+ 2,)+ (az—
az)(zs+...+2zn)+...+(an—an—1)z,. Din inegalitatea modulului si folosind ipoteza, avem
larz1+agzo+. .. +anzy| < ar|lzi+...+zp|+(a2—a1)|z2+. . .4 2p|+. ..+ (an—an—1)|2n| <

ar+ (a2 —a1) 4+ ...+ (@p —an—1) =an <1 oo 3p

b) Din a; # 0si a; # a;+1, pentru orice a; = {1,2,...,n—1}, deducem ca egalitatea
implica |z + zi41 + ...+ 2o = 1, pentru orice i = 1,...,n. In particular |z,| = 1, deci
zn # 0. In inegalitatea modulului, pentru egalitate, trebuie ca z, = xn—1(2n + 2n—1) =
Tn—2(2n+ 2n—1+2n—2) = z1(21+22+...+2,), unde z1,...,z,—1 = 0. Din 2, # 0, avem

x; # 0, deci exista y1,...,Yn—1 € R astfel incat z; = y;z,,, pentrui=1,...,n—1 ... 1p



Daca exista 1 < k < n — 1 pentru care z; # 0, il alegem pe cel care are k£ maxim.
Atunci |z + 2z,| = 1, deci |y + 1| = 1. Cum yi # 0, avem y; = —2 ceea ce implicd
|zk| = 2|zn| = 2, lucru care contrazice ipoteza. Asadar cazurile de egalitate sunt pentru
situatia cand exact unul dintre numerele z; are modul 1 iar restul sunt nule ........ 2p

Problema 3. Fie n > 2, multimea A = {1,2,...,n} si P = {X|X C A} multimea
partilor lui A. Pentru o familie nevida de submul§1m1 F C P si pentru fiecare X € P,
notam cu f£(X) numarul multimilor din F care includ pe X sau care sunt incluse in X.

a) Determinati Z fr(X

XeP
b) Daca n este par, determinati cea mai mica valoare pe care o poate lua expresia

Z fr(X), cand F parcurge familia submultimilor nevide ale lui P.
|f | fep
Solutie. a) Pentru X € P, daca notam cu k = | X|, suma s = Z fp(X) creste
XeP

cu 2% (numarul de submultimi ale lui X) si cu 2"~ % (numarul de multimi pentru care
X este submultime, adica cele de forma X UY cu Y C A\ X), iar multimea X este

numirati de doud ori, deci in total, s creste cu 28 +277F —1 ... L. 1p
Pentru fiecare k € {O, 1,.. ,n}, familia P are C¥ multimi de cardinal k, deci
n
s—ZCk2k +2m k- ZC’“ 2’“+ZC’“ vk _NTey 1p
k=0
Atun01s—(1+2) (2+1) —2 3 — 2 1p

b) Notam cu ¢r = Z fr(X). Pentru fiecare pereche (F,P) € F x P, suma qp

XeP
creste cu o unitate daca F' C P sau daca P C F'. Atunci, similar cu rationamentul de la

a), pentru F' € F, daci |F| = k, suma g creste cu 2¥ +2"F — 1. Fie a; numarul de

submultimi cu k elemente din F, pentru fiecare k € {0,1,...,n}.
n
Avem atunci gr = Z ar - (2P 27F) — | F| 3p
k=0
n n
Cum n este par, avem qr + | F| > Z ap - 221 =23+, Z ar = 221 | F|, deci
) k=0 k=0

— . qr > 237! — 1. Egalitatea are loc cAnd F are doar submultimi de g elemente 1p

7]

Problema 4. O multime de numere complexe A se numeste stabild daca este
finita si nevidad si daca z™ € A, pentru orice z € A si n € N*. Pentru orice multime
stabild A notam cu s(A) suma elementelor acesteia. Determinati multimea

S = {s(A)|A C C este stabila}.

Solutie. Observam ca dacd z € A atunci z = 0 sau existd n € N* pentru care

" =1. Atunci A\ {0} = U Un,, unde U,, = {z € C|z" = 1}.
k=1



Avem Uy, NU, N ... N U, = Uy, yy...1,) iar cum s(U,) € {0,1}, din principiul
includerii si excluderii ne rezulta ca s(A) € Z, deci S CZ (1).
m

Fie k€ Ssi A cu s(A) = k. Atunci A = U Un,. Fie p1,p2,...,ps numere prime
k=1
distincte care nu divid niciun n;. Luam B = U, si s(AUB) = s(A)+s(B)—s(ANB) =
k—1. Deci k —1¢€ S (2). Fie C = Up,pops Y Up1paps Y Upapaps U Upspsps- Oricare doud
dintre cele 4 multimi mentionate au intersectia diferita de U; si oricare trei au intersectia
Ui. Atunci, din principiul includerii si excluderii obtinem s(AUC) =k +2 (3). Din (1),
(2) si (3) deducem ca S = Z.



