
Clasa a X-a

Problema 1. Fie n ⩾ 2 şi funcţia f : [1, ∞) → N definită prin

f(x) =
n∑

k=2
[logk x], pentru orice x ⩾ 1.

a) Demonstraţi că f(x) = f([x]), pentru orice x ⩾ 1.
b) Determinaţi numerele n ⩾ 2 pentru care f este surjectivă.
(Am notat cu [x] partea întregă a numărului real x)

Problema 2. Fie n ⩾ 2 şi z1, z2, . . . , zn ∈ C pentru care |zi1 + zi2 + . . . + zik
| ⩽ 1,

pentru orice submulţime nevidă {i1, i2, . . . , ik} a mulţimii {1, 2, . . . , n}.
a) Arătaţi că |a1z1 + a2z2 + . . . + anzn| ⩽ 1, pentru orice a1, a2, . . . , an ∈ [0, 1].
b) Determinaţi cazurile de egalitate la a), în care numerele a1, a2, . . . , an ∈ [0, 1]

sunt nenule şi distincte două câte două.

Problema 3. Fie n ⩾ 2, mulţimea A = {1, 2, . . . , n} şi P = {X|X ⊆ A} mulţimea
părţilor lui A. Pentru o familie nevidă de submulţimi F ⊆ P şi pentru fiecare X ∈ P,
notăm cu fF (X) numărul mulţimilor din F care includ pe X sau care sunt incluse în X.

a) Determinaţi valoarea expresiei
∑

X∈P
fP(X).

b) Dacă n este par, determinaţi cea mai mică valoare pe care o poate lua expresia
1

|F|
∑

X∈P
fF (X),

când F parcurge familia submulţimilor nevide ale lui P.

Problema 4. (Suplimentară) O mulţime de numere complexe A se numeşte
stabilă dacă este finită şi nevidă şi dacă zn ∈ A, pentru orice z ∈ A şi n ∈ N∗. Pentru
orice mulţime stabilă A notăm cu s(A) suma elementelor acesteia. Determinaţi mulţimea

S = {s(A)|A ⊂ C este stabilă}.

Notă. Timpul de lucru este de 3 ore.
Fiecare dintre primele trei probleme se notează de la 0 la 7 puncte.


