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Problema 1. Se considers X € Magas(R) astfel incat X° + X3 + Ingos = Oop24.

Aratati ca det(X) > 0.
Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc si Sorin Radulescu, Bucuresti

Solutie. Egalitatea din enunt se poate scrie sub forma X 3 (X 24 I2024) = —1Isp94,
de unde, trecand la determinanti, rezulta (det(X))3 det(X2 + Ingoq) = 1, (1).
.................................................................................................................. 3p

Trecand la determinanti in egalitatea X? +Iop94 = (X—I—i]2024) (X—i]2024) si tinand
cont ca X € Mapa4(R), avem succesiv:

det (X2 + 12024) = det (X + 112024) . (X + 112024) = |det (X + 112024) |2 >0, (2)

Problema 2. Fie f,g : [0,1] — [0,1] doua functii surjective astfel incit f este
crescatoare, iar g este descrescatoare. Demonstrati cd multimea {z € [0,1] | f(z) = g(z)}
este un interval inchis.

O multime cu un singur element este considerata interval inchis degenerat, adica
pentru a € R avem {a} = [a, al.

Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc

Solutie. Deoarece f si g sunt functii surjective deducem ca Im(f) = Im(g) = [0, 1].
Cum f este crescatoare, rezulta f(0) =0 si f(1) =1 Cum g este descrescatoare, rezulta
9(0) =1sig(1) =0.
.................................................................................................................. 1p

Deoarece functia f este monotona si are imaginea un interval, deducem ca f este
functie continud. In mod similar justificim ci functia ¢ este continua.
.................................................................................................................. 1p

Consideram functia h : [0,1] — R, h(z) = f(z) — g(x) si multimea M, unde
M = {z €10,1] | h(xz) = 0}. Evident avem {z € [0,1] | f(z) = g(x)} = M.

Functia h este crescatoare si continua. Cum h(0) = —1 < 0si A(1) =1 > 0, rezulta
cd exista ¢ € (0,1) astfel Incat h(c) = 0, adica ¢ € M, deci M # 0.
.................................................................................................................. 2p

Daca M are un singur element, atunci M = {¢} = [¢,¢]. Dacd M are mai multe
elemente, notam a = inf M gi b =sup M. Evident 0 < a < b <1 gi cum f este continua,
avem a,b € M, adica h(a) = h(b) = 0.

Demonstram c& M = [a,b]. Intr-adevir, pentru orice z € (a,b) avem a < z < b
gi cum h este crescitoare rezulta 0 = h(a) < h(z) < h(b) = 0. Obtinem h(x) = 0, deci
x € M. Asadar (a,b) C M, deci M = [a,]].



Problema 3. Determinati n € N,n > 2 cu proprietatea ca, pentru orice matrice
nenule A, B € M,,(C) care verificd AB* + BA* = O,,, avem | det A| = | det B|.

Matricea X* reprezintd adjuncta matricei X.

Cristi Savescu, Focgani
. 0 1\ . 0 -1

Solutie. Pentrun = 2, fie A = (0 o) € B = 1. Avem A* = (0 0 ),
B* =15, deci AB* + BA* = Os. Dar det A =0 gi det B = 1. Agadar, n = 2 nu verifica.
.................................................................................................................. 1p

Aratam ca orice n > 3 verificd. Notam cu a = det A si b = det B.

Presupunem ca una dintre cele doua matrice este singulara, sa zicem B. Atunci
avem b = 0 si BB* = O, iar AB*B + BA*B = O,, implica BA*B = O,

Daca a # 0, din AA* = A*A = al, obtinem A* inversabila, iar din inegalitatea lui
Sylvester avem 0 = rang(BA*B) > rang(BA*) + rang(B) — n = 2rang(B) — n. Atunci
rang(B) < g <n—1,deci B* = O,,. Rezulta BA* = O,,, adici B = O, absurd. Asadar
a = 0. Atunci det A = det B = 0 si concluzia se impune.
.................................................................................................................. 3p

Daca ambele matrice sunt inversabile, inmultim relatia din enunt cu B la dreapta
si cu AB™! la stanga si obtinem AB"'AB*B 4+ AA*B = O,,, adica b- AB™'A= —a- B

sau (AB™1)? = _Taln. Trecand la determinanti deducem <Z)2 = (—ba>”’ de unde
—a\""? A L (l=al\"? :
(b) = 1. Trecand la modul rezulta ( 7 ) = 1, prin urmare |a| = |b|.
.................................................................................................................. 3p
Problema 4 (suplimentara).
Se considera functia bijectiva f : ( 7 \1[) = R, f(x) = 3:63:132 Sirul (z) >l
este definit prin 1 = 1 si 2,11 = f~!(x,), pentru orice n > 1, unde f~! este inversa
functiei f. Aratati ca 'th—>Igo 3"z, = ?%

Ion Ciudin, Botosani, Supliment Gazeta Matematicd, nr.2/2024
Solutie. Deoarece f(a) =3 <= a = f1(3), avem z, = f(xp41), Vn > 1, (1).
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Pentru orice a € ( tea
entru orice a ——, =
V3 V3

1—tg2a
tg2a + t _ 3tga—tg?
grattga _ oStga an,adicé tg3a = f(tga), (2).
1—tg2a-tga 1 —3tg7a

Folosind relatia (2), avem f(xg) =21 =1= tgI =tg (3. 37T4) =f (tg W) si

avem tg2a = si apoi deducem formula

tg3a =tg(2a +a) =

4 3-4
cum f este injectiva rezulta xo = tg 34
Cu ajutorul relatiei (1), se demonstreaza prin inductie ca z, = tg ﬁﬁn >1
t
i atunci, folosind lim BT _ 1, avem succesiv:
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