
Clasa a X-a

Problema 1. Fie n ⩾ 3 şi f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} o funcţie cu proprietatea
că f ◦ f ◦ f = f . Notăm cu A = Im(f) (imaginea funcţiei f).

a) Arătaţi că f(f(x)) = x, pentru orice x ∈ A şi că {f(x)|x ∈ A} = A.
b) Determinaţi numărul de funcţii cu proprietatea dată pentru care card(A) = 2.

Problema 2. Fie A ⊂ C∗ o mulţime cu n ⩾ 3 elemente şi F o familie cu cel puţin
două submulţimi ale lui A, fiecare având cel puţin două elemente, cu proprietatea că,
pentru orice z, v ∈ A, z ̸= v, există şi este unică mulţimea S ∈ F pentru care {z, v} ⊆ S.

a) Arătaţi că F conţine cel mult C2
n submulţimi.

b) Arătaţi că pentru orice z ∈ A există S, T ∈ F , S ̸= T pentru care z ∈ S ∩ T .
c) Arătaţi că există S ∈ F pentru care
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Problema 3. Fie numerele reale a > b > 1. Rezolvaţi în R ecuaţia

alogb(x− a−b
2 ) − a = bloga(x+ a−b

2 ) − b.
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Problema 4. (Suplimentară) Determinaţi funcţiile f : R → R pentru care

xf(y) + f(x + y) ⩾ (y + 1)f(x) + f(y), pentru orice x, y ∈ R.

Notă. Timpul de lucru este de 3 ore.
Fiecare dintre primele trei probleme se notează de la 0 la 7 puncte.


