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BAREM - Clasa a X-a
Problema 1. Determinati numarul de functii f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} cu
proprietatea ca fo fo f = f si card(Im(f)) = 2, unde n > 3 este un numar natural dat.

Silviu Cristea

Solutie. a) Notam cu A = Im(f). Fie x € A. Atunci exista y € {1,2,...,n} cu

f(y) = z si conform ipotezei, avem f(f(f(y))) = f(y), adica f(f(z)) ==z (1) ....... 1p
Fie g restrictia lui f la A. Aceasta are codomeniul inclusin A, decig: A—> A ..... 1p
Din (1) rezulta ca g este o bijectie, deci g(A) = A si implicit, f(A)=A ............ 1p
b) Fie A = {a,b}. Daca f(a) = a, atunci f(b) = b, iar daca f(a) = b, atunci f(b) = a.
Deducem ca f(f(z)) =, pentru x € {a,b} ... 1p
Valoarea lui f(z), pentru x ¢ A, se poate alege aleator din A, intrucét relatia din ipoteza
este echivalenta cu f(f(y)) =y, pentruorice y € A ...t 1p
Asadar, pentru A = {a, b}, numirul functiilor f cu Im(f) = A este 2-2"2=2""1 1p
Putem alege {a,b} C {1,2,...,n} in C2 moduri. Atunci, numarul de functii cerut este
2L 2 = 22 (M = 1) 1p

Problema 2. Fie A C C* o multime cu n > 3 elemente i F o familie cu cel putin
doud submultimi ale lui A, fiecare avdnd cel putin doua elemente, cu proprietatea ca,
pentru orice z,v € A, z # v, exista i este unica multimea S € F pentru care {z,v} C S.

2 1
Aratati ca exista S € F pentru care ‘ Z z’ > ek Z |22

z€S no zeA
Cristi Savescu

Solutie. a) Fie A = {z1,...,2,}. Pentru fiecare S € F avem |S| > 2, deci putem
asocia multimii S perechea de indici minimi (7,j) astfel incat z;,z; € S. Din conditia
din ipoteza deducem ca orice doua multimi din F au asociate perechi distincte, deci

IFI S {0 <i<d<nt = C2 (1) o 1p
b) Daca existd z € A pentru care existd o singurd multime S € F pentru care z € S,
atunci pentru orice v € A\ {z}, avem {z,v} C S, deci S=A ....................... 1p

Alegdnd T € F,T # S si v,w € T, multimea {v,w} este submultime atat pentru S
cat i pentru T, contradictie cu ipoteza. Atunci, orice z € A apare in cel putin doua
submultimi din F (2) ... 1p



1
b Z |z|%, pentru orice S € F.

2
¢) Presupunem contrariul concluziei, adica ’ Z z’ <

zES nz€A
2
Atunci, conform (1), avem Z ‘ Z z‘ Z |2]* < Z 122 (3) i, 1p
SeF zeS ” z€A z€A
Dar Z |Zz’2 = Z (ZzZz) = Z (Z 2% + Z (zv—l—zv)), deci (3) se
SeF zeS SeF \zeS  zeS SeF \zeS {z,0}CS
rescrie » 2] > > |2 + DD (BUAEY) 1p
z€EA SeF zeS SeF {zp}CS

Ipoteza implica {{z v} C S|S € F} = {{z,v} C A} si atunci deducem ca are loc identi-
tatea Z Z 20 + Zv) Z (ZUFZU) oo 1p

SeF {zp}CS {zv}CA
Atunci avem Z 12|? > Z Z |2|* + Z 20 + zv) (4). In mod similar, avem si
z€A SeF zeS {zw}CA
’ Z z’ Z 12| + Z 20+ Zv), deci conform relatiei (4), adunand Z |z|? in ambii
z€A 2€A {zw}CA z€A
2
membri, avem 2 - Z 2% > ‘ Z z‘ + Z Z 12)? > Z Z |z|?. Dar, din (2) deducem
z€A z€A SeF zes SeF zes
ca Z Z 122 > 2- Z |2|%, contradictie ...ttt 1p
SeF zeS z€A

Problema 3. Fie numerele reale @ > b > 1. Rezolvati in R ecuatia
alo8s(+=55) _ g = ploga(s+25) _ .

Mihai Opincariu, Gazeta Matematicd

—-b
Solutie. Fie t = aT' ObSEervam Ca & > 1 .o.veii e 1p

Ecuatia se scrie echivalent a8 =1) — ¢ = plogaett) 4 g — ... 2p
Atunci log,(k + t) = logy(z — t) si log,(k —t) = log,(z + t), deci dacad definim functia
f:(t,00) = R prin f(z) =log,(x +1t) +logy(z —t), avem f(k) = f(x). Dar f este strict
crescatoare, deci injectiva, si atunci x = k, adica log,(x +t) = logy(x —t) =p ...... 2p
Atunci a? — WP = 2t = a — b, iar cum f,(z) = 2P — 2 = 2(2P~! — 1) este strict monotona

a+b
pe (1,00) pentrup # 1, din a # b avem p = 1. Atunci z = b+t = i , care verifica 2p

Problema 4. Determinati functiile f : R — R pentru care

zf(y) + fx+y) = (y+1)f(z) + f(y), pentru orice z,y € R.
Dorlir Ahmeti

Solutie. Fie P(z,y) propozitia din ipoteza. Din P(0,
fly), deci f(0)(y + 1) < 0, pentru orice y € R, deci f(0) =
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Din P(z,—x), folosind (1), avem zf(—x) > (1 — z)f(z) + f(—z), deci (1 — x)(f(x) +
f(=z)) < 0, pentru orice z € R (2). Din P(—z,z), folosind (1), avem —zf(x) >
(I+x)f(—x)+ f(z), deci (1 4+ z)(f(z) + f(—x)) <0, pentru orice x € R (3). Din (2) si
(3) avem (1 — 22)(f(x) + f(—x))? > 0, deci f(—2) = —f(x), pentru orice € R pentru
Care || = L. (4) oottt 2p
Din P(z,y) + P(y,x) avem f(z +y) > f(z) + f(y), pentru orice z € R (5) ......... 1p
Atunci, daca |z > 1, |y| > 1, avem zf(y) + f(z +y) = (y+ 1) f(z) + f(y) = (v + 1) f(z)+
+f(aty—z) = (y+1)f(2)+f(z+y)+f(—x), deci 2 f (y) > yf (), Intrucat f(—z) = f(z).
Atunci, pentru orice z,y cu |z| > 1,]y| > 1 avem zf(y) > yf(x) > xf(y), deci
xf(y) =yf(x). Atunci f(x) = ax pentru orice x € R, |z| > 1, undea € R. .......... 1p
Fie y € (—=1,1). Din (5) avem f(100 +y) > f(100) + f(y), deci f(y) < (100 + y)a —
100a = ay. De asemenea, avem f(y) = f((100 + y) — 100) > f(100 + y) + f(—100) =
a(100 + y) — 100a = ay. Atunci f = f,(x) = ax, pentru orice x € R, care verifica ...1p



