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1. O progresie aritmetica (x,),»; are ratia r. Se stie ca sirul ([x,])n>1 este si el progresie
aritmeticd. Demonstrati cd r € Z (unde [...] este partea intreagd).
Gazeta Matematica
Solutie:
Evident ratia progresiei ([x,])n>1€ste numar intreg si o notdm cu p.
Vomaratacar=p:
Avem Xpyq =x; + 1, (V) nsi[Xpq] =[] +n-p,(Mn w2p
Deci[x; +n-r]=[x;+n-pl,(M)n = (x;+n-r)—(x;+n-pe-11)Vn
= 1>n-(r—p)>—1pentru (V) ncur — p = constant. ee3p

Dacar —p > 0, din @ :>$>n,(v)nEN,absurd

Dacar —p < 0, din @:>p%r>n,(v)nEN,absurd

Decir—p=0=r=p€eZ (qed)

2. Fie intervalul 7 =[1;2] si functia f: I — R cu f{x)= x>-7x+6.
Consideram 20 de numere a4, a,, ...,ayo dinl cua; < a; <...< ayq sl
2(a; + az + ...taz) =48 = a3 + a3 + ...+d3,

Aflati valoarea maxima a functiei f si determinati numerele a4, a,, ...,a.

Solutie:

Jx)= X3-7x+6=‘(fy-£)’(‘i-y2 x+3)<0, (V) x € I = f(X)maxim= 0 =f(1) =f(2)

>0 <0 >0
Deci f(x) < 0, (V) x €I cu egalitate & x €{1;2). R
Dar, f(ay) + f(az) + ...+f(az) = (a3 + a3 + ...+a3y) —7(ay + a; + ...4+ay) + 620
=48-620+120=0 sicum f(x) <0, V) xelI= f(a)) = f(ay) =...+f(az) =0
= a; =a; =...a;9 €{1;2}

a=a,=..=a,=1 e
Cuma,; < a; <...< a;y avem: 1 2 k P

=
ak+1 = ak+2 = eee— an = 2-



Suma ay + ay + ooty =k-1+ (20— k)-2=40—k

Dar a; + @y + ...+a3 = 24 = k=16si {“1 === =1 wenlp
a7 = Aqg = ...=Qy9 = 2 (qed)

3. Intr-un cerc €(0; R) consideram un diametru [BC] si un punct M € (BO). Notaim BM = a,

N 2ab

MC = b si consideram pe unul din semicercurile (BC) punctele H, G, A si P cu MH = —

a2 +p2
MG =+Va-b,MA= a—+b ,MP = / Zb . Aratati cd GM si PO sunt perpendiculare pe BC iar
P

A

HM | AO.
Solutie: ¢ :
Raza R = 25 = &b
2 2
a+b b—a

OM=0B-BM=———-a-= ;

2 2 ) ) iy
in AGMO, MG? + OM? = ab + (=%) = (%) =R* =065 GM 1 BC R
A —a\2 2 2, 42
in APMO, OM? + OP? = (2%) + (=%) === =MP? S P0 1 BC )
Prelungim [HM} pana retaie cercul in Hy = MH - MH; = BM - MC = M “MH; =a"b
= MH, = aTer = R. Dar MA = T = R = patrulaterul MAOH este romb deoarece toate
laturile lui sunt egale cu R = MH, || AO = HM | AO . (q.e.d.) e 3p

Problema suplimentaria
Fie o constantd reald m siecuatia: m+ sinx = (x - E)
Aratati ca ecuatia are o unicd solutie reald x; dacd si numai dacd m = —1.
Solutie:
Pentrum = —1, ecuatia : —1+ sin x = (x — —) are membri de semne diferite si x = 2
e unica solutie. l !
<0 >0
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Daca x4 e Pblutia unica pentru ecuatiam + sin x = (x — E) , avem si m — x4 Pblutie

. 2024 o 2024
deoarece Bin(w — x1) = Bn x4 si (x - E) = ((n —x1) — E) i

Decim—x1 =x1 = m+sin§=0:> m=-1. (qe.d)



