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1. O progresie aritmetică �������  are rația r . Se știe că șirul ���������  este și el progresie 

aritmetică. Demonstrați că r  ∈ ℤ  ( unde […] este partea întreagă). 

Gazeta Matematică 
Soluție: 
 

Evident rația progresiei  ���������este număr întreg și o notăm cu p.  

Vom arăta că r = p : 

Avem ���� 
 �� � � ∙ �, �∀� � ș� ������ 
 ���� � � ∙ �, �∀� �  
Deci ��� � � ∙ �� 
 ��� � � ∙ ��, �∀� � ⟹  ��� � � ∙ �� � ��� � � ∙ �) ∈ ��1; 1� �∀� � 

⟹ 1 � � ∙ �� � �� � �1 pentru �∀� � cu � � � 
 ����� ��. 
 

Dacă � � � � 0, din             ⟹ �
#$% � �, �∀� � ∈ ℕ, absurd 

Dacă � � � ' 0, din             ⟹ �
%$# � �, �∀� � ∈ ℕ, absurd 

Deci � � � 
 0 ⟹  � 
  � ∈ ℤ     (q.e.d.) 

 

 
2. Fie intervalul I = �(; )�  și funcția *: , ⟶ ℝ  cu  f(x)= x3-7x+6.   

Considerăm 20 de numere  �,  /, …, /0 din I  cu  � 1   / 1 …1  /0 și 

)�2( � 2) � …�2)3� 
 45 
  2(6 � 2)6 � …�2)36  

Aflați valoarea maximă a funcției  f  și determinați numerele  �,  /, …, /0. 

 

Soluție: 

 

  f(x)= x3-7x+6=(x-1)(x-2)(x+3)10, �∀� x ∈ I ⟹ f(x)maxim= 0 = f(1) = f(2) 
   
 
 
 

 Deci f(x)       , �∀� x ∈ I cu egalitate ⟺ x ∈{1;2}. 

 Dar, *�2(� � *�2)� � …�*�2)3� 
  �2(6 � 2)6 � …�2)36 ) �8�2( � 2) � …�2)3� + 6∙20 
 = 48 - 6∙20 +120 = 0  și cum  f(x)       , �∀� x ∈ I ⟹  *�2(� 
 *�2)� 
 …�*�2)3� 
 0 

 ⟹ 2( 
 2) 
 …2)3 ∈{1;2}                         
 Cum 2( 1  2) 1 …1 2)3  avem:  ⟹ 
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2( 
  2) 
 …= 2: 
 ( 

2:�( 
  2:�) 
 …= 2; 
 ). 
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….3p 

….2p 
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 Suma 2( � 2) � …�2)3 
 : ∙ 1 � �)3 � :� ∙ ) = 40 – k 

 Dar 2( � 2) � …�2)3 
 )4 ⟹ k =16 și  
                                                                                                                           (q.e.d.) 
 
 
 

3. Într-un cerc <�=; >� considerăm un diametru �?@� și un punct  M  ∈ �?=�. Notăm BM = a, 

MC = b și considerăm pe unul din semicercurile �AB�  punctele H, G, A și P  cu CD 
 )2E
2�E , 

CF 
 √2 ∙ E , CH 
 2�E
)  , CI 
 J2)�E)

)  . Arătați că GM și PO  sunt perpendiculare pe BC iar 

DC ∥ H= .  
 
 
 
Soluție: 
 

Raza > 
 ?@
) 
 2�E

)   ⟹  

=C 
 =? � ?C 
 2 � E
) � 2 
 E � 2

)  

În ΔGMO, CF) � =C) 
 2E � LE$2
) M) 
 LE�2

) M) 
 >) 
 =F) ⟹ FC ⊥ ?@ 

În ΔPMO, =C) � =I) 
 LE$2
) M) � LE�2

) M) 
 E)�2)
) 
 CI) ⟹ I= ⊥ ?@ 

Prelungim �DCO până retaie cercul în D( ⟹ CD ∙ CD( 
 ?C ∙ C@ ⟹ 
)2E
2�E  ∙ CD( 
 2 ∙ E 

⟹ CD( 
 2�E
) 
 >. Dar CH 
 2�E

) 
 > ⟹ patrulaterul CH=D( este romb deoarece toate 

laturile lui sunt egale cu R ⟹ CD( ∥ H= ⟹ DC ∥ H=  .  (q.e.d.) 
 
 

Problema suplimentară  
 

Fie o constantă reală  m  și ecuația:    P � QR; S 
 LS � T
)M)3)4.   

Arătați că ecuația are o unică soluție reală �� dacă și numai dacă  P 
 �(. 
 
 
Soluție: 

 
 Pentru P 
 �(, ecuația  :    �( � QR; S 
 LS � T

)M)3)4
 are membri de semne diferite și S 
 T

) 
e unica soluție. 
 

 Dacă S( e soluția unică pentru ecuația P � QR; S 
 LS � T
)M)3)4,  avem și g � S( soluție 

deoarece sin�g � S(� 
 sin S( și LS � T
)M)3)4 
 L�g � S(� � T

)M)3)4. 
Deci  g � S( 
 S( ⟹    P � QR; T

) 
 3 ⟹  P 
 �(.      (q.e.d.) 
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 …=2(i 
 ( 

2(8 
  2(5 
 …=2)3 
 ) 
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R.T.P. 

1 3 9 3 

….2p 

….2p 

….2p 

….3p 


