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EDITIA a XXIV - a

BAREM - Clasa a IX-a
Problema 1. Rezolvati in R ecuatia:
e} —4{z}y =2 —2.
Am notat cu {x} partea fractionara a numarului x.

Solutie Consideram functia f : [0,1) — R, f(z) = 322 — 42 care are imaginea

FUOL)) = [=5,0] o 2p
z—2€[-3,0=z€22=[x]€{0,1,2} ... 2p
Notam {z} = « si distingem trei cazuri

2] =0=2z=a=302—5a+2=0.Convinedoar a =2 =z =%........... 1p
[F]=1=z=a+1=3a®>-5a+1=0. Convinea:“r’*%/ﬁ:x: 1176\/5“1})
(] = 2 = = 2 1p

Problema 2. Fie
Fie z si y doua numere naturale astfel incat 10x+y si x4 10y sa fie patrate perfecte.
Aratati ca xy este divizibil prin 121.

Solutie. Notam a? = 10z + y, b*> = z + 10y si adunam.

A2+ =11 +y) = (@2 + D)1 oo 1p
Resturile nenule ale unui patrat perfect la impartirea prin 11 sunt {1,4,9,5, 3}.
Observam ca nu existd doua resturi cu suma divizibila prin 11. In concluzie a si b
sunt divizibile prin 11 ... ... e 4p
1(x +y) = (a® +b?):121 = (z + y):11. Scidem din (10z + y):11 si obtinem

92:11 = 211 = Y1l = 2121 oo 2p

Problema 3. Fie a, b, c numere reale strict pozitive astfel incat: ab+ac+bc = 12.
Demonstrati ca:

ab n ac N be <a+b+c
V2 +12 2112  Vazg12 - 4 '

Solutie. Din inegalitatea mediilor avem:

ab ab _ ab 1 _a 4 b
\/C2+12 - \/02+ab+bc+ac - (c+a)(c+b) S P} <a+c + b+c> ...................... 5p
Scriem inegalitatile analoage, adunam si obtinem:

ab ac e 3
2112 + b2+12 + 2112 S R I IR ].p

Mai avem si inegalitatea cunoscutd: (a + b+ c)? > 3(ab + be + ac) = 36, deci
a+ b+ c > 6 si rezulta inegalitatea din enunt.......... ... ... ... oL 1p




Problema suplimentara. In11 copaci se afla n vrabiute: vy, va,..., vp. Din cand
in cand o vrabiuta se muta dintr-un copac in altul. Notam cu a; numarul de mutari
efectuat de vrabiuta v; Intr-o dupa-amiaza. La sfarsitul dupa-amiezii se constata ca s-au
respectat urmatoarele reguli:

I. a1, ao,..., a, sunt numere naturale nenule diferite doua cate doua.

I1. Intre oricare doi copaci diferiti ¢;, ¢; are loc precis o mutare (sau de la ¢; la ¢;
sau de la ¢; la ¢;).

Demonstrati ca:

a) n < 10;

b) Existd un acelagi copac printre cei 11 in care nu este nicio vrabiuta nici la
inceput nici la sfarsit.

Solutie. a) Fara a restrange generalitatea, consideram a; < as < ... < a, si
T = a1 +as+ ...+ a, numarul total de mutari. Din conditia II, T'=104+9+...+1 = 55.
Presupunem prin reducere la absurd n > 11. Avem a1 > 1, a2 > 2,..., a11 > 11 =T >
a1 + az + ... + ay; > 66, contradictie. Prin urmare n < 10.

b) Din a) deducem ca avem cel putin un copac liber la inceput i un copac liber la
sfargit. Notam cu C multimea tuturor copacilor, X multimea copacilor liberi la inceput
Z multimea copacilor liberi la sfarsit si Y = C'\ (X U Z). Presupunem prin reducere la
absurd cd X N Z = 0.

Din II, un copac ¢; € X a fost implicat in 10 mutari. Notam cu v numarul
vrabiutelor care au venit i p numarul vrabiutelor care au plecat din ¢;. Deoarece p+v =
10, deducem c& p si v au aceeasi paritate. Cum ¢; ¢ Z, obtinem v — p > 2. In fiecare
copac din X se afla la sfarsit cel putin doua vrabiute. Numarul de vrabiute necesar la
sfarsit este: n > 2|X| + |Y].

Repetam acelasi rationament pentru Z si obtinem ca la inceput n > |Y| + 2|Z].
Adunam cele doua inegalitati si obtinem 2n > 2(|X|+ Y|+ |Z]) = 22 = n > 11
contradictie cu a). In concluzie X N Z # 0.



