
Clasa a XI-a

Problema 1. (a) Arătaţi că det(A2 + 3A + 3In) ⩾ 0, pentru orice A ∈ Mn(R).
(b) Fie G mulţimea matricelor A ∈ Mn(Z) pentru care A3 = −2A2. Determinaţi

M = {det(A2 + 3A + 3In) | A ∈ G}.

Problema 2. Fie funcţia f : [0, ∞) → R. Pentru fiecare n ⩾ 1, considerăm funcţia
fn : [0, ∞) → R, liniară pe fiecare dintre intervalele
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, pentru orice k ∈ N.

(a) Arătaţi că dacă f este continuă, atunci lim
n→∞

fn(x) = f(x), pentru orice x ⩾ 0.
(b) Reciproca este adevărată ?

(Spunem despre o funcţie că este liniară pe un interval, dacă graficul ei pe acel
interval se reprezintă printr-un segment)

Problema 3. Fie matricele A, B ∈ Mn(R), unde n ⩾ 2 şi r ∈ {0, 1, . . . , n}.
(a) Dacă rang(A) = r, arătaţi că există a0, a1, . . . , ar ∈ R cu proprietatea că

det(xA + B) = a0 + a1x + . . . + arxr, pentru orice x ∈ R.

(b) Dacă rang(A2 − B2) ⩽ 1, arătaţi că
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Problema suplimentară. Fie funcţiile derivabile f, g : [0, ∞) → R cu proprieta-
tea că limita lim

x→∞
f(x) există şi este pozitivă iar lim

x→∞
g(x) nu există. Arătaţi că există

un şir an cu lim
n→∞

an = ∞ pentru care

f(an)g′(an) + f ′(an) < 0, pentru orice n ∈ N.

Notă. Timpul de lucru este de 3 ore.
Fiecare dintre primele trei probleme se notează de la 0 la 7 puncte.


