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Problema 1. (a) Aratati ci det(A% + 34 + 31,,) > 0, pentru orice A € M,,(R).
(b) Fie G multimea matricelor A € M,,(Z) pentru care A% = —2A42%. Determinati

M = {det(A® +3A4+3I,) | AcG}.
Viadimir Cerbu i Mihai Piticari, Gazeta Matematica

Solutie. (a) Daci z; si 9 sunt solutiile ecuatiei 22 + 3z +3 = 0, avem A? + 34 +
31, = (A —x11,) (A —x21,). Cum A € M,(R) si 2o = T7, avem

det (A% + 34 +3I,) = det (A — 11,) - det (A — a11,) = |det (A — 21 L,)|* > 0

.................................................................................... 3p

(b) Relatia A3 + 242 = O,, se scrie sub forma (I, — A)(A% + 3A + 31,,) = 31,.
Trecand la determinanti, obtinem det(I,, — A) - det(A% +3A + I,,) = 3" si cum det(A? +
3A+1I,),det(I, — A) € Z, iar det(A% + 3A + I,) > 0, rezulta det(A? +3A + I,,) = 3* si
det(I, —A) =3""F unde k = 0,7 .. o0orreei 2p

Pentru k£ € {0,1,2,...,n} fixat, consideram matricea A € M, (Z) care are pe
diagonala principala primele k elemente egale cu 0 si urmatoarele n — k elemente egale
cu —2, iar 1n rest toate elementele 0, adica

0 0 0 0 1 0 0 0
0 ...0 0 ... 0 . 0 10 0
A=109 . 0 22 .. 0 s ln—A=1 0 3 0
0 0 0 —9 0 0 0 3

Prin calcul deducem ci A3 + 242 = O, adici A € G si det(I, — A) = 3" %, deci
det(A% +3A + 1,,) = 3.
In concluzie, M = {3% | k= 0,7}, . .orui 2p

Problema 2. Fie functia f : [0,00) — R. Pentru fiecare n > 1, consideram functia
k k+1

fn :[0,00) — R, liniara pe fiecare dintre intervalele [5, -

], unde k € N, pentru care

k k
fn <> =f <n> , pentru orice k € N.

n



(a) Aratati ca daca f este continua, atunci 7111330 fn(x) = f(x), pentru orice = > 0.
(b) Reciproca este adevarata ?
Cristi Savescu

Solutie. (a) Fie x > 0 fixat. Notam cu k,, = [nz]. Atunci %” <z< %

Deoarece f, este liniara pe intervalul [%, kﬁjl}, existd A\, € [0,1] astfel incat

fu(x) = A f (%”) +(1=M)f (@) Avem ko — 1 gi % — z. Cum f este continua

n n

n 2, rezultd ci f (%) — f(z)sif (%) 3 F(E) 2p
1 ] — 3 kn+1 ] kfn — kn+1 —

P ol 0~ 1 (52) + o (1 (8 1 (1) - 100,

pentru ca (Ap)p>1 €ste MArgInit . .......ooiii i 2p

(b) Reciproca nu este adevarata. Consideram functia

(@) = {1’ o

0, z>0.

Aceasta functie nu este continua in 0. Pentru aceasta functie, avem f,,(0) = 1, iar
pe intervalul [O, H, functia f, este liniara intre valorile f,,(0) = 1 si f, (%) = 0. Pe
k E+1

toate intervalele {n, - ], unde k£ > 1, avem valori nule la capete, deci f,, = 0 pe aceste

intervale. Pentru z > 0, dacd n > 2, atunci z > 1, deci fo(z) =0 = f(z). Prin urmare
fn(z) — f(x), pentru orice > 0, dar f nu este continud ........................... 3p

Problema 3. Fie matricele A, B € M, (R), unde n > 2sir € {0,1,...,n}.
(a) Daca rang(A) = r, aratati ca exista ag,ai,...,a, € R cu proprietatea ca

det(xA+ B) = ap + a1z + ... + a,x", pentru orice z € R.

(b) Daca rang(A% — B%) < 1, aratati ca
1, 0 .o 1 2
det §(A +B%) ) > 5(detA+detB) .

Mihai Opincariu
Solutie. (a) Presupunem ca rang(A4) = r. Atunci exista matricele inversabile

P,Q € M, (R) astfel incat
I 0\ _
paa=(5 1) s

Fie C = PBQ. Pentru orice x € R, avem P(xA+ B)Q = zPAQ+ PBQ =xJ+C,
deci det(P) det(zA + B) det(Q) = det(zJ + C), adicd det(zA+ B) = W.

In matricea 2.J + C, variabila x apare numai in primele r pozitii diagonale. Din
formula Leibniz pentru determinant, fiecare termen al determinantului contine cel mult
r factori care depind de x. Rezulta ca det(x.J 4 C') este un polinom in = de grad cel mult



r. Prin urmare si det(zA + B) este un polinom in = de grad cel mult r ............. 3p

(b) Notam cu C = £(A? 4+ B?) si D = 1(A? — B?). Atunci rang(D) < 1. Aplicand
punctul (a) matricei D, rezulta ca functia f : R — R definita prin f(z) = det(C' + D)
este un polinom de grad cel mult 1. Observam ci C' + D = A? iar C — D = B?. Prin
urmare, f(1) = det(A?) = (det A)? si f(—1) =det(B?) = (det B)? .................. 2p

Deoarece f are grad cel mult 1, avem f(0) = W Astfel det (%(A2 + B2)) =

2 2 2 2 2
W‘ Rimane si demonstram cg (det4) ;(detB) > (detAJQFdetB> . ceea ce se
poate proba prin calcul direct .......... ... ... 2p

Problema suplimentara. Fie functiile derivabile f, g : [0,00) — R cu proprieta-
tea ca limita le f(x) exista si este pozitiva iar le g(z) nu exista. Aratati ca exista
€T [e.e] x [e.@]

un gir a, cu lim a, = oo pentru care
n—0o0

flan)g'(an) + f'(an) < 0, pentru orice n € N.

Solutie. Fie L = lim, ,o f(x) > 0. Atunci exista A > 0 astfel incat f(z) > 0,
pentru orice x > A. Presupunem, prin reducere la absurd, ca nu exista un sir (an)n>1,
cu a, — 00, pentru care f(ay)g (an)+ f'(a,) < 0, pentru orice n € N. Aceasta Inseamna
cd exista B > A astfel incat f(x)g'(x) + f'(x) > 0, pentru orice z > B. Cum f(z) > 0

pentru orice x > B, impartind la f(z), obtinem ¢'(z) + J;((;B)) > 0, pentru orice x > B.

Dar (g(z) +1In f(x)) = ¢'(z) + % Prin urmare, functia h(z) = g(z) + In f(x)
este crescatoare pe [B,00). Rezulta ca h are limita la infinit. Pe de alta parte, deoarece
limg oo f(z) = L > 0, avem lim, oo In f(2) = In L. Cum g(z) = h(z) — In f(z), rezulta
ca lim, o0 g(7) exista, ceea ce contrazice ipoteza.




