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Problema 1. (a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
loggz +2% =9.
(b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
logg(z — 1) + 2% =1 + 8"
Lucian Dragomir, Gazeta Matematica

Solutie (a) Functia f(x) = loggz + 2% este strict crescatoare ca suma de functii
strict crescatoare, deci injectiva. Cum x = 3 verificd ecuatia, deducem ca aceasta este

SINGUTA SOIULIE ...ttt e e e 3p
Solutia 1 (b). Adunam in fiecare membru log; x si obtinem o relatie echivalenta
culogsw(z — 1) + 2777 =1ogg 30 4+ 237 (1) ..ot 2p
Definim functia f : (1,00) — R, f(t) = loggt + 2¢, care este o functie strict
crescatoare ca suma de functii strict crescatoare ............ ... i 1p

In particular, aceasta este injectivd. Insa relatia (1) se scrie f(z? — z) = f(3x),
de unde deducem ca 2% = 4z, iar cum x > 1, obtinem x = 4, care verifica ecuatia dati 1p

Solutia 2 (b). Conditia de existenta este ca x — 1 > 0, deci x > 1. Ecuatia se

scrie analog logg(z — 1) — 1 = 27" —=(24=—2% _ 1) ... 1p
Observam ca @ = 4 este solutie ... 1p
Dacd z > 4, atunci logz(z — 1) — 1 > 0 iar 247" — 1 < 0, contradictie ....... 1p

Daca z € (1,4), atunci logz(z — 1) — 1 < 0 iar gdr—a? _ 1 5 0, contradictie ....1p
Problema 2. (a) Aratati ca pentru orice numere a, b, ¢, d € C, are loc inegalitatea
la|? + [b]* + |e|* + |d|* > |ab + b + cd + da| + Im(ab + be + cd + da).
(b) Determinati pentru ce numere a, b, c,d € C are loc egalitatea
lal?> 4 b + |c¢|* + |d|* = Tm(ab + be + cd + da).
Mihai Opincariu

Solutie. (a) Fiex = a+c,y = b+d, u = a—csiv = b—d. Atunci ab+bc+cd+da =

(a+c)(b+d) = zy iar Im(ab + b¢ + cd + da) = Im((a — ¢)(b — d)) = Im(uv), unde am
folosit ci Im(z) = —Im(z). Prin formula paralelogramului, |a|? + |b|> + |c|> + |d|* =



|m\2+|y\2-25-|u|2+|”|2, Cum |z||y| < |m|2§‘y|2, avem Im(uv) < |ullv| < M si rezulta

lab + be + cd + da| + Tm(ab + be + cd + da) < |a|> + |b]? + |e|* +|d|* .....coiii. 4p

(b) Avem Im(zy) < |z|ly| < M Pentru perechile (a,b), (b,¢), (¢, d), (d,a),
avem Im(ab + b€ + cd + da) < |a]? + [b]* + |c[? + |d|?. Egalitatea are loc daca si numai
daca in fiecare pereche avem egalitate, adicd a =ib, b=1ic, c=1id sid =

Rezulta b = —ia, ¢ = —a i d = ia. Prin urmare toate solutiile sunt (a, b, c,d) =
(z,—iz,—z,iz), unde z € C, care verificd ........... ..o, 3p
Problema 3. (a) Fie n > 2. Aratati cd numarul k-uplurilor (z1,z9,...,x) cu

componente numere naturale, care verificd x1 +x2 + ... +x =n, este C] ;.

(b) Determinati numarul functiilor f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, unde n > 2,
pentru care exista k € {1,2,...,n} astfel incat f(k) = n iar

FO<fQ) << fR)sif(k) 2 fk+1) 2= f(n).

Cristi Sqvescu

Solutie (a) Amintim principiul stars and bars, care afirmd ca numarul solutiilor
naturale (x1,x2,...,x%) ale ecuatiei 1 + 2 + ... + xp = n este C’k+k 1 =Cl ey (%)
Justificarea este ca cele n unitati pot fi privite ca n stele agezate in linie iar o solutie
este asociata cu un set de k — 1 bare care se pun printre aceste stele pentru a le separa
in grupuri de cite x1,x9,...,xr. Avem n + k — 1 pozitii In care pot fi stelele gi barele gi
trebuie sa alegem k — 1 pozitii pentru bare. Atunci, avem CkJrk 1= Cl 1 solutii .2p

Solutia 1 (b). Privim functia f ca un cuvant de forma

C=f)f2)...f(n)=f)f(2)...nnn...nf(p)f(p+1)... f(n),

unde n apare de N ori. Fie a; si by numarul de aparitii ale lui k£ de la stdnga, respectiv

de la dreapta blocului de N de n-uri, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}. Atunci avem
ai+ay+...+ap—1+N+by_1+by_2+...+b =n (1), cu conditia ca n sa apara cel
putin o data, deci N # 0. Reciproc, oricarei solutii (a1, az,...,ap—1,N,bp—1,...,b1) cu

componente naturale ale ecuatiei (1), pentru care N # 0, ii putem asocia o functie cu
proprietatea data, deci numarul acestora este egal cu numarul de astfel de solutii ...3p
Conform (*), ecuatia (1) are C27,2_, = C%,_, solutii. Din acestea excludem pe

cele in care N = 0, care sunt solutii ale ecuatiei a1 +ag + ...+ @n—1 + b1 + b2 +
.+ by = n. Acestea sunt, conform (2), in numar de C},,, 5, deci numarul de solutii
(a1,a2,...,ap-1,N,bp_1,...,b1) cu componente naturale ale ecuatiei de mai sus, pentru

care N # 0, este O, o — CF 5= OOl 2p

Solutia 2 (b). O functie cu proprietatea data este caracterizata de platoul [a, b] N
N*, unde a < b, pentru care f(a) = f(a+1) = --- = f(b) = n, restrictia crescatoare
fo:{l,...,a—1} — {1,2,...,n — 1} si restrictia descrescatoare f1 : {b+1,...,n} —
{1,2,...,n—1}.



Functia fy poate fi aleasd in C’f{;é_?) moduri iar f; in C)'”
ventia CJ = 1.
. o _ cn b _
Atunci, numarul cerut este N = Z n+a 5 CNp o = Z n+a 5
1<a<b<n 1<a<b<n
n—1ln—1—1

C2nb27deC1an2 Z C+a1Cp+nb Z p-H p+] ZZ p-H

b+n o moduri, cu con-

1<a<b<n 4,720 i=0 j=0
i+j<n—1
n—1 n—1—1
P _
Coyj = Z p_H- Z p+J .................................................... 2p
=0
: +1 L (p+y)!
Avem identitatea Z b = Chiiyr (1), care este echivalentd cu ] =
§=0 j=0 "
t41)! ! )! t41)! 1)!
u, Z(p+‘7) = (p+t+ ) Pentru ¢t = 0 avem p! = (p+ ),care
(p+1)!-t! = 7 (p+1)-t! p+1
! ! t+1 = )! t+1)!
este adevirat. Daca Z (» —i‘_']) _ (p+t+ )‘ . atunci Z (» —i._']) — (p+t+ )'
= 7 (p+1)-#! = (p+1)-#!
(p+t+1)!_(p+t+1)!'< 1 1 )_(p+t+1)!‘ p+t+2  (p+t+2)
(t+1)! t! p+1 t+1 t! p+1(E+1) (p+1)-@E+1)
deci relatia este demonstrata prin inductie ........... .. .. i 2p
t
Avem identitatea lui Vandermonde Z m i Ony = Ot | (2). Consideram
un gir de t stele si m+n+ 1 bare. Numarul de moduri pentru a ageza cele m+n+1 bare
printre cele t stele este C:ﬁigigﬂ Fie ¢ € {0,1,...,t}. Numim bara centrald bara cu

numarul m 4+ 1 privind de la stdnga la dreapta. Putem alege ¢ stele si m bare in stanga
barii centrale, deci in C7?, . moduri si £ — stele gi n bare In dreapta barn centrale, deci In

m+1
CJl.s_; moduri. Din regula produsului ne rezulta (2). Atunci N Z ot C’gii ;=
+1 @) 242
Z i €p+1 Yt (n—1)—i 2£+n+1 = CQIDJrn+1 C’Sn 3 e 1p
Problema suplimentara. Fie F familia functiilor surjective f : {1,2,...,n} —

{1,2,...,m}, unde n > m > 2. Aratati ca

> Fix(f)| = |Fl.

feF

Solutia 1. Fie S = {(f,i) | f € F, i € {1,...,m}, f(i) =i}. Atunci, pentru un
f € F, numarul indicilor ¢ cu (f,7) € S este chiar | Fix(f)|. Prin urmare,

S| =Y |Fix(f)

fer



Dar |S| = f]{f € F | f(i) = 4}|. Prin simetrie, avem |{f € F | f(1) = 1}| =
i=1

{feF|f@) :i]j‘, pentru orice i = 1,...,m, deci [S| =m- |[{f € F| f(1) =1}|.
Dar si multimile {f € F | f(1) = j}, unde j = 1,...,m, au toate acelasi cardinal

si partitioneaza F, deci |F| =Y {f € F| f(1) =4} =m-|[{f € F| f(1) =1} =S|
j=1

Solutia 2. Notam cu Fy, = {(f,k) € F x {1,2,...,m}|f(k) = k)}, pentru fiecare
ke{l,2,...,m}. Atunci Y [Fix(f)| = Y |Fi| (1). Fie k € {1,2,...,m} fixat.
k=1

feF
Pentru ca f € Fj, trebuie ca f(k) =k si {1,2,...,m}\{k} C f({1,2,...,n}\{k}),
adica in punctele 1,2,...,k—1,k+1,...,n, functia f trebuie sa ia macar o data fiecare

dintre valorile 1,2,...,k—1,k+1,...,m.
FieT ={f € F|lf(k) =k} si S; ={f € T|i ¢ Im(f)}. Atunci, dacd notam cu
B=SUSU...S,1USkr1U...US,, avem |Fk|:|T\B\:m”_1—|B|.

m—1
Din P1E., |B] = > (-1)"*! 11 1S;; N S;, N...N S;,|. Dar
t=1 {7/177'277275}C{17277m}\{k}

Silﬂ. . .ﬂSit = {f S T‘{{il,ig, .. .,it}ﬂ Im(f) = @}, deci ‘SilﬂSiQQ. . .ﬂSit| = (m—t)n_l
m—1

si atunci |B| = Z (—)et (m— )" deci

t=1
m—1 m—1
[Fi| =m" 4+ > (=1)'Cly(m = )" =Y (=1)'Cpy(m — )", (2)
t=1 t=0

m -1
Din relatia (1) avem Z |Fix(f)| = Z | E| @D Z(—l)thn_l(m — )l =
feF k=1 =0
m—1
Y (CD)Cm =) (3).
t=0
Fie V; = {f € Fli ¢ Im(f)}. Atunci, daca notdam cu C = Vi UVaU...UV,,, avem

|F'| = m™—|C|. Similar cu rationamentul de mai sus, avem |C| = Z(—l)tHC,tn(m—t)”,

t=1
m

deci |[F| =m" +> (=1)'C},(m —t)" =Y (=1)'CL,(m — t)" (4). Din (3) si (4), q.e.d.
t=1 t=0



