
BAREM - Clasa a X-a

Problema 1. (a) Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuaţia

log3 x + 2x = 9.

(b) Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuaţia

log3(x − 1) + 2x2−x = 1 + 8x.

Lucian Dragomir, Gazeta Matematica

Soluţie (a) Funcţia f(x) = log3 x + 2x este strict crescătoare ca sumă de funcţii
strict crescătoare, deci injectivă. Cum x = 3 verifică ecuaţia, deducem că aceasta este
singura soluţie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Soluţia 1 (b). Adunăm în fiecare membru log3 x şi obţinem o relaţie echivalentă
cu log3 x(x − 1) + 2x2−x = log3 3x + 23x (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Definim funcţia f : (1, ∞) → R, f(t) = log3 t + 2t, care este o funcţie strict
crescătoare ca sumă de funcţii strict crescătoare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

În particular, aceasta este injectivă. Însă relaţia (1) se scrie f(x2 − x) = f(3x),
de unde deducem că x2 = 4x, iar cum x > 1, obţinem x = 4, care verifică ecuaţia dată 1p

Soluţia 2 (b). Condiţia de existenţă este ca x − 1 > 0, deci x > 1. Ecuaţia se
scrie analog log3(x − 1) − 1 = 2x2−x(24x−x2 − 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Observăm că x = 4 este soluţie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Dacă x > 4, atunci log3(x − 1) − 1 > 0 iar 24x−x2 − 1 < 0, contradicţie . . . . . . . 1p
Dacă x ∈ (1, 4), atunci log3(x − 1) − 1 < 0 iar 24x−x2 − 1 > 0, contradicţie . . . .1p

Problema 2. (a) Arătaţi că pentru orice numere a, b, c, d ∈ C, are loc inegalitatea

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 ⩾ |ab + bc + cd + da| + Im(ab + bc + cd + da).

(b) Determinaţi pentru ce numere a, b, c, d ∈ C are loc egalitatea

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = Im(ab + bc + cd + da).

Mihai Opincariu

Soluţie. (a) Fie x = a+c, y = b+d, u = a−c şi v = b−d. Atunci ab+bc+cd+da =
(a + c)(b + d) = xy iar Im(ab + bc + cd + da) = Im

(
(a − c)(b − d)

)
= Im(uv), unde am

folosit că Im(z) = − Im(z). Prin formula paralelogramului, |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 =



|x|2+|y|2+|u|2+|v|2
2 . Cum |x||y| ≤ |x|2+|y|2

2 , avem Im(uv) ≤ |u||v| ≤ |u|2+|v|2
2 şi rezultă

|ab + bc + cd + da| + Im(ab + bc + cd + da) ≤ |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 . . . . . . . . . . . . . . . . 4p
(b) Avem Im(xy) ≤ |x||y| ≤ |x|2+|y|2

2 . Pentru perechile (a, b), (b, c), (c, d), (d, a),
avem Im(ab + bc + cd + da) ≤ |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2. Egalitatea are loc dacă s, i numai
dacă în fiecare pereche avem egalitate, adică a = ib, b = ic, c = id şi d = ia.

Rezultă b = −ia, c = −a şi d = ia. Prin urmare toate solut, iile sunt (a, b, c, d) =
(z, −iz, −z, iz), unde z ∈ C, care verifică . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Problema 3. (a) Fie n ⩾ 2. Arătaţi că numărul k-uplurilor (x1, x2, . . . , xk) cu
componente numere naturale, care verifică x1 + x2 + . . . + xk = n, este Cn

n+k−1.

(b) Determinaţi numărul funcţiilor f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}, unde n ⩾ 2,
pentru care există k ∈ {1, 2, . . . , n} astfel încât f(k) = n iar

f(1) ⩽ f(2) ⩽ · · · ⩽ f(k) şi f(k) ⩾ f(k + 1) ⩾ · · · ⩾ f(n).

Cristi Săvescu

Soluţie (a) Amintim principiul stars and bars, care afirmă că numărul soluţiilor
naturale (x1, x2, . . . , xk) ale ecuaţiei x1 + x2 + . . . + xk = n este Ck−1

n+k−1 = Cn
n+k−1 (*).

Justificarea este că cele n unităţi pot fi privite ca n stele aşezate în linie iar o soluţie
este asociată cu un set de k − 1 bare care se pun printre aceste stele pentru a le separa
în grupuri de câte x1, x2, . . . , xk. Avem n + k − 1 poziţii în care pot fi stelele şi barele şi
trebuie să alegem k − 1 poziţii pentru bare. Atunci, avem Ck−1

n+k−1 = Cn
n+k−1 soluţii .2p

Soluţia 1 (b). Privim funcţia f ca un cuvânt de forma

C = f(1)f(2) . . . f(n) = f(1)f(2) . . . nnn . . . nf(p)f(p + 1) . . . f(n),

unde n apare de N ori. Fie ak şi bk numărul de apariţii ale lui k de la stânga, respectiv
de la dreapta blocului de N de n-uri, pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Atunci avem
a1 + a2 + . . . + an−1 + N + bn−1 + bn−2 + . . . + b1 = n (1), cu condiţia ca n să apară cel
puţin o dată, deci N ̸= 0. Reciproc, oricărei soluţii (a1, a2, . . . , an−1, N, bn−1, . . . , b1) cu
componente naturale ale ecuaţiei (1), pentru care N ̸= 0, îi putem asocia o funcţie cu
proprietatea dată, deci numărul acestora este egal cu numărul de astfel de soluţii . . .3p

Conform (*), ecuaţia (1) are C2n−2
n+2n−2 = Cn

3n−2 soluţii. Din acestea excludem pe
cele în care N = 0, care sunt soluţii ale ecuaţiei a1 + a2 + . . . + an−1 + bn−1 + bn−2 +
. . . + b1 = n. Acestea sunt, conform (2), în număr de Cn

n+2n−3, deci numărul de soluţii
(a1, a2, . . . , an−1, N, bn−1, . . . , b1) cu componente naturale ale ecuaţiei de mai sus, pentru
care N ̸= 0, este Cn

3n−2 − Cn
3n−3 = Cn−1

3n−3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Soluţia 2 (b). O funcţie cu proprietatea dată este caracterizată de platoul [a, b]∩
N∗, unde a ⩽ b, pentru care f(a) = f(a + 1) = · · · = f(b) = n, restricţia crescătoare
f0 : {1, . . . , a − 1} → {1, 2, . . . , n − 1} şi restricţia descrescătoare f1 : {b + 1, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n − 1}.



Funcţia f0 poate fi aleasă în Ca−1
n+a−3 moduri iar f1 în Cn−b

n−b+n−2 moduri, cu con-
venţia C0

0 = 1.
Atunci, numărul cerut este N =

∑
1⩽a⩽b⩽n

Ca−1
n+a−3 · Cn−b

n−b+n−2 =
∑

1⩽a⩽b⩽n

Cn−2
n+a−3 ·

Cn−2
2n−b−2, deci N

p=n−2=
∑

1⩽a⩽b⩽n

Cp
p+a−1 · Cp

p+n−b =
∑

i,j⩾0
i+j⩽n−1

Cp
p+i · Cp

p+j =
n−1∑
i=0

n−1−i∑
j=0

Cp
p+i ·

Cp
p+j =

n−1∑
i=0

Cp
p+i ·

n−1−i∑
j=0

Cp
p+j

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Avem identitatea
t∑

j=0
Cp

p+j = Cp+1
p+t+1 (1), care este echivalentă cu

t∑
j=0

(p + j)!
p! · j! =

(p + t + 1)!
(p + 1)! · t! , sau

t∑
j=0

(p + j)!
j! = (p + t + 1)!

(p + 1) · t! . Pentru t = 0 avem p! = (p + 1)!
p + 1 , care

este adevărat. Dacă
t∑

j=0

(p + j)!
j! = (p + t + 1)!

(p + 1) · t! , atunci
t+1∑
j=0

(p + j)!
j! = (p + t + 1)!

(p + 1) · t! +

(p + t + 1)!
(t + 1)! = (p + t + 1)!

t! ·
( 1

p + 1 + 1
t + 1

)
= (p + t + 1)!

t! · p + t + 2
(p + 1)(t + 1) = (p + t + 2)!

(p + 1) · (t + 1)! ,
deci relaţia este demonstrată prin inducţie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Avem identitatea lui Vandermonde
t∑

i=0
Cm

m+i ·Cn
n+t−i = Cm+n+1

m+n+t+1 (2). Considerăm

un şir de t stele şi m+n+1 bare. Numărul de moduri pentru a aşeza cele m+n+1 bare
printre cele t stele este Cm+n+1

m+n+t+1. Fie i ∈ {0, 1, . . . , t}. Numim bară centrală bara cu
numărul m + 1 privind de la stânga la dreapta. Putem alege i stele şi m bare în stânga
bării centrale, deci în Cm

m+i moduri şi t− i stele şi n bare în dreapta bării centrale, deci în

Cn
n+t−i moduri. Din regula produsului ne rezultă (2). Atunci N

(1)=
n−1∑
i=0

Cp
p+i · Cp+1

p+n−i =

n−1∑
i=0

Cp
p+i · Cp+1

(p+1)+(n−1)−i

(2)= C2p+2
2p+n+1 = Cn−1

2p+n+1 = Cn−1
3n−3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema suplimentară. Fie F familia funcţiilor surjective f : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , m}, unde n ⩾ m ⩾ 2. Arătaţi că∑

f∈F
|Fix(f)| = |F|.

Soluţia 1. Fie S = {(f, i) | f ∈ F , i ∈ {1, . . . , m}, f(i) = i}. Atunci, pentru un
f ∈ F , numărul indicilor i cu (f, i) ∈ S este chiar | Fix(f)|. Prin urmare,

|S| =
∑
f∈F

| Fix(f)|.



Dar |S| =
m∑

i=1

∣∣{f ∈ F | f(i) = i}
∣∣. Prin simetrie, avem

∣∣{f ∈ F | f(1) = 1}
∣∣ =∣∣{f ∈ F | f(i) = i}

∣∣, pentru orice i = 1, . . . , m, deci |S| = m ·
∣∣{f ∈ F | f(1) = 1}

∣∣.
Dar s, i mult, imile {f ∈ F | f(1) = j}, unde j = 1, . . . , m, au toate acelas, i cardinal

s, i partiţionează F , deci |F| =
m∑

j=1

∣∣{f ∈ F | f(1) = j}
∣∣ = m ·

∣∣{f ∈ F | f(1) = 1}
∣∣ = |S|.

Soluţia 2. Notăm cu Fk = {(f, k) ∈ F × {1, 2, . . . , m}|f(k) = k)}, pentru fiecare

k ∈ {1, 2, . . . , m}. Atunci
∑
f∈F

|Fix(f)| =
m∑

k=1
|Fk| (1). Fie k ∈ {1, 2, . . . , m} fixat.

Pentru ca f ∈ Fk trebuie ca f(k) = k şi {1, 2, . . . , m} \ {k} ⊆ f({1, 2, . . . , n} \ {k}),
adică în punctele 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n, funcţia f trebuie să ia măcar o dată fiecare
dintre valorile 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , m.

Fie T = {f ∈ F|f(k) = k} şi Si = {f ∈ T |i /∈ Im(f)}. Atunci, dacă notăm cu
B = S1 ∪ S2 ∪ . . . Sk−1 ∪ Sk+1 ∪ . . . ∪ Sm, avem |Fk| = |T \ B| = mn−1 − |B|.

Din P.I.E., |B| =
m−1∑
t=1

(−1)t+1 ∏
{i1,i2,...,it}⊂{1,2,...,m}\{k}

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit |. Dar

Si1 ∩. . .∩Sit = {f ∈ T |{{i1, i2, . . . , it}∩ Im(f) = ∅}, deci |Si1 ∩Si2 ∩. . .∩Sit | = (m−t)n−1

şi atunci |B| =
m−1∑
t=1

(−1)t+1Ct
m−1(m − t)n−1, deci

|Fk| = mn−1 +
m−1∑
t=1

(−1)tCt
m−1(m − t)n−1 =

m−1∑
t=0

(−1)tCt
m−1(m − t)n−1. (2)

Din relaţia (1) avem
∑
f∈F

|Fix(f)| =
m∑

k=1
|Fk| (2)= m ·

m−1∑
t=0

(−1)tCt
m−1(m − t)n−1 =

m−1∑
t=0

(−1)tCt
m(m − t)n (3).

Fie Vi = {f ∈ F|i /∈ Im(f)}. Atunci, dacă notăm cu C = V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vm, avem

|F | = mn −|C|. Similar cu raţionamentul de mai sus, avem |C| =
m∑

t=1
(−1)t+1Ct

m(m− t)n,

deci |F | = mn +
m∑

t=1
(−1)tCt

m(m − t)n =
m∑

t=0
(−1)tCt

m(m − t)n (4). Din (3) şi (4), q.e.d.


